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УДК 517.977 
В. Л. Пасиков 

К ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ  
НЕАНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГР  

 
Аннотация. В предлагаемой работе изучены задачи из теории динамических 
игр нескольких лиц с ненулевой суммой, когда ценой игры является система 
функционалов типа расстояния. Особенность работы заключается в том, что 
для описания эволюции объектов выделены три случая линейных систем типа 
Вольтерра: интегродифференциальная система уравнений с управляющими 
воздействия вне интеграла, интегродифференциальная система уравнений  
с управляющими воздействиями под знаком интервала и система интеграль-
ных уравнений. Решение задачи заключается в построении равновесного, по 
Нэшу, набора оптимальных стратегий для указанных типов динамических си-
стем и выбранного функционала. Задача решается построением некоторой мо-
дификации известной экстремальной конструкции академика Н. Н. Красовско-
го, которая заключается в новом определении позиции игры, для чего исполь-
зуется полная память по управляющим воздействиям, что существенно 
усложняет все исследование. Доказаны соответствующие теоремы. 

Ключевые слова: интегродифференциальное уравнение Вольтерра, интеграль-
ное уравнение Вольтерра, управляющее воздействие, измеримая функция, тра-
ектория, позиция, оптимальная стратегия. 
 

V. L. Pasikov 

TOWARDS THE THEORY OF LINEAR DYNAMIC 
NONANTAGONISTIC GAMES  

 
Abstract. The article studies the problems of the theory of dynamic games of several 
persons with non-zero sum, when the value of the game is the system of functionals 
of distance type. The peculiarity of the work lies in the fact that to describe the evo-
lution of objects there may be used three cases of linear systems of Volterra type: in-
tegro-differential system of equations with managing impacts outside of the integral, 
integro-differential system of equations with control actions under the sign of the in-
terval and the system of integral equations. Solution of the problem lies in the con-
struction of equilibrium, the Nash equilibrium, the set of optimal strategies for spec-
ified types of dynamical systems and the selected features. The problem is solved by 
constructing some modification of the well known extreme construction of the acad-
emician N. N. Krasovskiy, which is based on a new definition of the position of the 
game that uses a full memory of the control inputs, which significantly complicates 
the entire study. The corresponding theorems have been proven. 

Key words: Volterra integral differential equation, Volterre’s integral equation, con-
trol action, measurable function, trajectory, game position, optimal strategy. 
 

Рассмотрим неантагонистические динамические игры, в которых дина-
мика описывается линейными интегродифференциальными и интегральными 
системами Вольтерра. Решение задач проводится на основе методов, разрабо-
танных в [1–3], которые модифицированы к рассмотренным ниже случаям. 

Пусть, как и в [3], задана система функционалов 

 1( ,..., ) ( )m iY u u c xi = − θ , 1, ,i m=   (1) 
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предполагается, что игрок kP  стремится минимизировать k-й функционал из 

(1) на траекториях некоторой системы, описывающей динамику игры; •  – 

символ евклидовой нормы в nR . 
Динамика управляемой системы определяется векторным интегродиф-

ференциональным уравнением Вольтерра 

 0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ), (0) ,
1

t m
x t f t A t x t K t s x s ds u t x xi

i
= + + + =

=
   (2) 

где x – n-мерный фазовый вектор; f(t) – n-мерная интегрируемая по Лебегу на 
[0, ]θ  вектор-функция; 0θ >  – фиксированный момент окончания игры; A(t) – 

непрерывная на [0, и] матрица n n× ; ui(t), 1,i m= , – управляющие воздей-

ствия, стесненные ограничениями, i iu U∈ ; Ui – выпуклые компакты в Rn,  

а их реализации u[t], 0[ , )t t∈ θ , – измеримые по Лебегу функции. Такие 

управления называют допустимыми. 
Стратегией Uk игрока Pk называется правило выбора управления uk  

в каждый момент 0[ , )t t∈ θ , 0 [0, )t ∈ θ  – начало процесса управления. 

Задача 1. Для системы функционалов 

 1( ,..., ) ( [ ]), 1, 1i m iY u u x i m= ϕ θ = − ;  (3) 

 1
1

( ,..., ) [ ] ( [ ]), 0
r

m m j j m j
j

Y u u d x x
=

= α − θ = ϕ θ α > ,  (4) 

найти такие стратегии 1 ,...,e e
mU U , для которых выполняются соотношения 

( [ ]) ( [ ])e k
i ix xϕ θ ≤ ϕ θ , 1,i m= ; [ ]ex θ  – точка реализовавшейся траектории x[t], 

[0, ]t∈ θ , системы (2), которая отвечает стратегиям 1 ,...,e e
mU U ; [ ]kx θ  – точка 

реализовавшейся траектории x[t], [0, ]t∈ θ , системы (2), которая отвечает реа-

лизациям управлений 1 1 1[ ],..., [ ], [ ], [ ],..., [ ]e e e e
k k k mu t u t u t u t u t− + , где [ ],e

iu t  1, ,i m=  

i k≠ , формируется на основе e
iU ; [ ]ku t  – реализация произвольного, изме-

римого по Лебегу управления, стесненного условием k ku U∈ . Если задача 1 

разрешима, то набор стратегий { ,..., }e e e
i mU U U=  называется равновесным по 

Нэшу [3] для игры, описываемой задачей 1. Такие стратегии называются оп-
тимальными для игроков 1,..., mP P . Система функционалов (3), (4) интерпре-

тируется следующим образом: игроки 1 1,..., mP P − стремятся «поразить» в мо-

мент и заданные точки 1 1,..., mc c − , а игрок Pm – систему точек 1,..., rd d  [3]. Ес-

ли 
1

1
r

i
j=
α = , то 

1

( )
r

j j
j

d x
=
α − θ  – математическое ожидание дискретной 

случайной величины, возможными значениями которой являются евклидовы 
расстояния от ( )x θ  до каждой из точек 1,..., rd d  [4]. Считаем, что к моменту 
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0 [0, )t ∈ θ  все игроки уже реализовали некоторые допустимые управления 

[ ]iu t  согласно тем или иным соображениям, а для 0t t≥  управления должны 
реализовываться согласно выбранным стратегиям. Предположив, что после 
некоторого момента 0t t≥  управления [ ] 0u t ≡ , получаем согласно [5] состоя-
ние системы (2) в момент t: 

 

0

0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( )
tm

i
i t

x t x t x s u s ds
=

θ = θ + θ  ,  (5) 

где 

0

0 0
10 0

( , ) ( ,0) ( , ) ( ) ( , ) [ ]
tm

i
i

x t X x x s s ds x s u s ds
θ

=
θ = θ + θ ϕ + θ   , 

0( ) ( ,0) ( ), ( , ) ( , ) ( , )
t

s

s Ô s x f s Ô t s K t X s dϕ = + = τ τ τ , 

X(t, s) – матрица Коши системы ( ) ( )x A t x t= ,  

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
t

s

x t s X t s X t R s d= + τ τ τ ,  (6) 

R(t, s) – резольвента матрицы Ф(t, s). 
Для построения оптимальной стратегии игрока Pk рассматриваем вы-

ражение, построенное по (5), (6): 

0

'
0 0 0

1
( , ( , ), ) max ( ( , )) max { ( , )} ( )

k k k
k k k k k k

l u U
t

t x t c l c x t l x s u s ds
θ

= ∈


 ′ε θ = − θ − θ −



   

 

0

'

1,

min { ( , )} ( ) ,
i i

m

k i
u Ui t

i k

l x s u s ds
θ

∈=
≠



− θ



     (7) 

которое является евклидовым расстоянием от начальной позиции 0( , )x tθ  до 

точки kc , 1,k m= , при соответствующих управляющих воздействиях игроков 

1,..., mP P . В соотношении (7) максимум достигается на единственном векторе 

( )0 , ( , )k kl l t x t= θ , непрерывно зависящем от позиции { , ( , )}t x tθ , в случае, ко-

гда ( , ( , ), ) 0k kt x t cε θ > , т.е. рассматривается регулярный случай; считаем что 

0[ , ) ( , ( , ), ) 0k kt t t x t c∀ ∈ θ  ε θ >  [1]; здесь и далее штрих означает транспони-

рование. После решения задачи (7) в момент 0[ , )t t∈ θ определяем оптималь-

ную стратегию игрока ,kP  1,k m= , соотношением 
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 0' 0'{ ( , )} max { ( , )}
k k

e
k k k k

u U
l x t u l x t u

∈
θ = θ  .  (8) 

Обозначим 0'( ) { ( , )}e
k kx t l x t= θ . Как это следует из (6), ( )e

kx t  – решение 
интегрального уравнения второго рода 

0 '( ) { ( , )} ( , ) ( )e e
k k k

t

x t l X t Ô t x d
θ
′= θ + τ τ τ , 

в котором 0'{ ( , )}kl X tθ  – решение системы ' ( )k
k

dx
A t x

dt
= −  с краевым условием 

0( )k kx lθ = , сопряженной к системе ( )k
k

dx
A t x

dt
= , 0[ , )t t∈ θ , 1,k m=  [1]. 

Окончательно условие (8) переписываем в виде 

  ( ) max ( )
k k

e e e
k k k k

u U
x t u x t u

∈
= .  (9) 

В работе [5] было доказано, что введенные оптимальные стратегии 
уравновешивают систему функционалов (1) в смысле Нэша. Будем теперь ис-
следовать решение задачи 1. Для игроков 1 1,..., mP P −  оптимальные стратегии 

определяются равенством (9). Для построения оптимальной стратегии игрока 
Pm рассматриваем выражение 

0

0 0 0
1

( , ( , ), ) max ( ( , )) max { ( , )} ( )
m mj

j
m j j j j m

u Ul
t

t x t d l d x t l x s u s ds
θ

∈=


 ′ ′ε θ = − θ − θ −



   

 

0

1

1

min { ( , )} ( )
i i

m

j i
u Ui t

l x s u s ds
θ−

∈=


′− θ



   ,  (10) 

значение которого является евклидовым расстоянием от точки 0( , )x tθ  до 

точки jd , 1,j r= , при указанных управляющих воздействиях всех игроков. 

Предполагается, что решение в (10) достигается на единственном векторе 
0 0

0 0( , ( , ))j jl l t x t= θ и 0 0( , ( , ), ) 0j
m jt x t dε θ > , вектор 0

jl  непрерывно зависит от 

позиции [1]. 

После решения задачи (10) составляем вектор 0 0

1

r

m j j
j

l l
=

= α  и определя-

ем оптимальную стратегию e
mU  игрока Pm из условия 

0'
0{ ( , )} ( ) max ( ) , [ , )

m m

e e
m m m m

u U
l x t u t x t u t t

∈
θ = ∈ θ  

или по аналогии с (9) 
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 0'
0( ) ( ) max ( ) , [ , ), ( ) { ( , )}

m m

e e e e
m k m m m m

u U
x t u t x t u t t x t l x t

∈
= ∈ θ = θ .  (11) 

Записываем функции 

0

0' 0'
0( ) ( , ( , ), ) ( ( , )) max { ( , )} ( )

m m

t
j j
m m j j j j m

u U
t

t t x t d l d x t l x s u s ds
∈

ε = ε θ = − θ − θ −   

 

0

1
0' 0'

1

{ ( , )} ( ) { ( , )} ( ) .
m

e
j m j i

jt t

l x s u s ds l x s u s ds
θ−

=
− θ − θ     (12) 

Из функций (12) записываем линейную комбинацию 

0'
0

1 1

( ) ( , ( , ), ) ( ( , ))
r r

j
m j m j j j j

j j

t t x t d l d x t
= =

ε = α ε θ = α − θ −   

0

0'

1

max { ( , )} ( )
m m

t r

j j m
u U jt

l x s u s ds
∈ =

− α θ −   

 

0

1
0' 0'

1 1 1

{ ( , )} ( ) { ( , )} ( ) ,
r m r

e
j j m j j i

j i jt t

l x s u s ds l x s u s ds
θ θ−

= = =
− α θ − α θ       (13) 

с использованием условия (11) формула (13) переписывается в следующем 
виде: 

0

0'
0

1

( ) ( ( , )) ( ) ( )
tr

e e
m j j j m m

j t

t l d x t x s u s ds
=

ε = α − θ − −   

 

0

1

1

( ) ( ) ( )
m

e e e
m m m i

it t

x s u ds x s u s ds
θ θ−

=
− −  ,  (14) 

здесь управления игроков 1 1,..., mP P −  являются оптимальными; ( )mε θ  – зна-

чение ( )m tε  при t = θ , когда все игроки применяли свои оптимальные управ-

ления; 0( )m tε  – значения t = t0 при ( )m tε , когда игроки 1 1,..., mP P −  применя-

ют свои оптимальные стратегии, а игрок Pm применяет произвольное допу-
стимое управление.  

Вычисляем производную 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) max ( ) ( ) 0

m m

e e e e em
m m m m m m m

u U

d t
x t u t x t u t x t u x t

dt ∈

ε
= − + = − + ≤ , 

таким образом, при замене в (13) (или в (14)) произвольного допустимого 
управления игрока Pm на оптимальное функция ( )m tε  не возрастает, т.е. 

0( ) ( )m mt tε ≤ ε . Следовательно доказана  
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Теорема 1. Оптимальные стратегии, определяемые равенствами (9), ко-

гда 1, 1k m= −  и (11) при k = m, уравновешивают в смысле Нэша систему 
функционалов (3), (4). 

Пусть теперь динамика управляемого объекта описывается системой 

 0
10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) , (0)
t tm

i
i

x t f t A t x t K t s x s ds B t s u s ds x x
=

= + + + =  ,  (15) 

на которую дополнительно к (2) наложены следующие ограничения: f(t) – 
функция с ограниченной вариацией на [0, и]; ( , )iB t s  – непрерывные при 

0 s t≤ ≤ ≤ θ  матрицы in r×  с интегрируемыми по Лебегу производными по 

первому аргументу; ( )i iu t U∈ , iU  – ограниченные выпуклые замкнутые 

множества в irR .  
Решение (15) с заданным начальным условием записывается следую-

щим образом [6]: 

0
0

( ) ( ,0) ( , ) ( ,0) (0)
t

x t X t x X t s s ds= + Ψ ϕ +  

 
10 0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ,
t t t tm

i i
is s

X t s d d s X t s d u s ds
=

   
   + τ Ψ τ τ ϕ + τ χ τ τ
      

      (16) 

здесь 0( ) ( ) ( ,0)t f t t xϕ = +Φ  – функция с ограниченной вариацией и, следова-

тельно, интеграл Стилтьеса, содержащийся в правой части (16), существует; 

( , ) ( , )
t

s

t s E R t dΨ = + τ τ , Е – единичная матрица; R(t, s) – резольвента матрицы 

Ф(t, s), 
( , )

( , ) ( , ) ( , )
t

i
i i

s

B s
t s t s B s s dt

∂ τ
χ = Ψ +

∂τ , теперь обозначим  

0 0
0

( , ) ( ,0) ( , ) ( ,0) (0)x t X x X s s ds
θ

θ = θ + θ Ψ ϕ +  

0

10 0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) [ ] ,
t m

i i
is s

X s d d s X s d u s ds
θ θ θ

=

   
   + θ τ Ψ τ τ ϕ + + θ τ χ τ τ
      

      

тогда состояние системы (15) в момент t, 0t t≤ ≤ θ , определяется формулой 

 

0

0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
t m

i i
it s

x t x t X s d u s ds
θ

=

 
 θ = θ + θ τ χ τ τ
  

  .  (17) 
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С помощью формулы состояния (17) динамической системы(15) реша-
ем задачу (1). Для любой начальной позиции 0 0( , ( , ))t x tθ , 0 [0, )t ∈ θ , решаем 

вспомогательную задачу нахождения экстремального вектора 0 ,kl  1,k m= : 

0

0 0 0
1

( , ( , ), ) max '( ( , )) max ( ' ( , ) ( )
k k

k k k k k
l u U

t

t x t C l C x t l x s u s ds
θ

= ∈


ε θ = − θ − θ −



    

 

0
1

min { ' ( , )} ( ) ;
i i

m

i i
u Ui t

i k

l x s u s ds
θ

∈=
≠



− θ



     (18) 

  ( , ) ( , ) ( , )i i
s

x s X s d
θ

θ = θ τ χ τ τ , 1,i m= .  (19) 

Пусть 0
kl  – решение задачи (18), тогда обозначим 0'

0 0( ) ( , ),e
k k kx t l x t= ⋅ θ

 
для игрока , 1,kP k m= , оптимальное управление определяется условием  

 

( ) ( ) max ( )
k k

e e e
k k k k

u U
x t u t x t u

∈
= , 0[ , )t t∈ θ , 1,k m= .  (20) 

Оптимальные стратегии, определяемые равенствами (20), уравновеши-
вают в смысле Нэша систему функционалов (1) [7]. 

Решаем теперь задачу 1 для функционалов (3), (4) и управляемой си-
стемы (15). Записываем функцию по аналогии с (12): 

0

0 0 0
1

( , ( , ), ) max '( ( , ) max { ' ( , )} ( )
m ml u U

t

j t x t d l d x t l x s u s dsm j j m m

θ

= ∈


ε θ = − θ − θ −



 

 

 

0

1

1

min { ' ( , )} ( ) ,
i i

m

u Ui t

l x s u s dsi i

θ−

∈=


− θ



     (21) 

( , )ix sθ  определяется формулой (19). 

Решением задачи (21) является единственный вектор 0
jl , теперь запи-

сываем функцию 

0
0

1 1

( ) ( , ( , ), ) ( ( , ))
r r

j
m m j j j j

j j

t t x t d l d x t
= =

′ε = ε θ = α − θ −   

0

0

1

max { ( , )} ( )
m m

t r

j j m m
u U jt

l x s u s ds
∈ =

′− α θ −   
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0

1
0 0

1 1 1

{ ( , )} ( ) min { ( , )} ( ) ,
i i

r m r
e

j j m m j j j i
u Uj i jt t

l x s u s ds l x s u s ds
θ θ−

∈= = =

′ ′− α θ − α θ       (22) 

обозначим 0 0

1

r

m j j
j

l l
=

= α , тогда оптимальная стратегия m-го игрока определя-

ется условием  

 

( ) ( ) max ( ) ,
m m

e e e
m m m m

u U
x t u t x t u

∈
⋅ = ⋅   (23) 

где 0'( ) ( , )e
m m mx t l x t= ⋅ θ ; равенство (22) записываем следующим образом: 

0

0'
0

1

( ) ( ( , )) ( ) ( )
tr

e e
m j j j m m

j t

t l d x t x s u s ds
=

ε = α − θ − −   

 

0

1

1

( ) ( ) ( ) ( ),
m

e e e
m m m i

it t

x s u s ds x s u s
θ θ−

=
− −    (24) 

в (22) 0'( ) ( , );e
i m ix s l x s= θ  ( )mε θ  – значение ( )m tε  при t = θ , когда все игроки 

на [t0, θ) применяют свои оптимальные управления; 0( )m tε  – значение ( )m tε , 

при t = t0, когда игрок Pk применяет произвольное допустимое управление,  
а остальные игроки свои оптимальные управления.  

Дифференцируя (24), получаем 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) max ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

k k

e e e e em
m m m m m m m m m

u U

d t
x t u t x t u t x t u u x t u t

dt ∈

ε
= − + = − + ≤  

следовательно, при подстановке в (22) оптимального управления игрока Pm 
значения ( )m tε  не возрастают, таким образом, 0( ) ( )m m tε θ ≤ ε , что доказыва-

ет следующую теорему. 
Теорема 2. Оптимальные стратегии, определяемые равенствами (20), 

когда 1, 1k m= −  и (23) при k = m, уравновешивают в смысле Нэша систему 
функционалов (3), (4). 

Будем теперь рассматривать управляемую систему, динамика которой 
описывается системой линейных интегральных уравнений Вольтерра 2-го рода: 

 
10 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
t tm

i i
i

x t f t A t s x s ds B t s u s ds
=

= + +    (25) 

x(t) – n-мерный фазовый вектор; f(t) – n-мерная вектор-функция с ограничен-

ной вариацией; ( , ),A t s  ( , ),iB t s  1, ,i m=  – матрицы n n× , in r×  соответствен-

но, непрерывно дифференцируемые по первому аргументу и непрерывные по 
второму. 
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Тогда [8, 9] состояние системы (25) в момент 0[ , )t t∈ θ  определяется 

формулой 

0

0
1 10 0

( , ) ( ,0) (0) ( , ) ( ) ( , ) [ ] ( , ) ( )
t tm m

i i i i
i i t

x t Ô f Ô s df s X s u s ds X s u s ds
θ

= =
θ = θ + θ + θ + θ    , 

где ( , ) ( , )
t

s

Ô t s E R t d= + τ τ , Е – единичная матрица; R(t, s) – резольвента мат-

рицы A(t, s), 
( , )

(  , ) ( , ) ( , ) ( , ) .i
i i

s

B s
X s Ô s B s s Ô d

θ ∂ τ
θ = θ + θ τ τ

∂τ  

Как было показано в [7, 8], ' ( , ) * ( )l Ô t x tθ =  является решением инте-

грального уравнения * ( ) ' * ( ) * ( , ) ,

t

x t l x s A s t ds
θ

= +   сопряженного уравнению  

0

( ) ( ) ( , ) ( ) ,
t

x t f t A t s x s ds= +   

где 
( , )

* ( , ) ( , )
t

s

A t
A t s A t t d

t

∂ τ= + τ
∂ , тогда  

( , )
( , ) * ( ) ( , ) * ( ) i

i i
t

B s t
l X t x t B t t x s ds

s

θ ∂′ θ = +
∂ . 

Обозначив 
0

0
10 0

( , ) ( ,0) (0) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
tm

i i
i

x t Ô f Ô t s df s X s u s ds
θ

=
θ = θ + + θ   

получаем равенство: 

 

0

0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ,
tm

i i
i t

x t x t X s u s ds
=

θ = θ + θ   (26) 

которое определяет позицию игры в момент t как пару {t, x(θ, t)}; {t0, x(θ, t0)} – 
начальная позиция. 

Записываем выражение  

{ }
0

0 0 0
1

( , ( , ), ) max '( ( , ) max ' ( , ) ( )
k k

k k k k
l u U

t

t x t c l c x t l X s u s ds
θ

= ∈


ε θ = − θ − θ −



  

 
1

min { ' ( , )} ( )
k k

m

i i
u Ui

i k

l X s u s ds
∈=

≠


− ⋅ θ 




 .  (27) 
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Оптимальная стратегия игрока Pk согласно (27) определяется соотно-

шением 0{ ( , )} ( ) max { ' ( , )}
k k

e
k k k k k k

u U
l X t u t l X t u

∈
′ θ = θ , здесь 0 0 ( , ( , ))k kl l t x t= θ  – ре-

шение задачи (27) в каждый момент 0[ , ).t t∈ θ  

Обозначим 0( ) { ( , )}e
k k kx t l X t′= θ , тогда получаем соотношения, опреде-

ляющие оптимальные стратегии игроков в следующей форме: 

 ( ) max ( )
k k

e e e
k k k k

u U
x t u x t u

∈
= . (28) 

Оптимальные стратегии, построенные согласно соотношению (28), 
уравновешивают в смысле Нэша систему функционалов (1), [9]. 

Решаем теперь задачу 1. Составляем функции 

0

0 0 0
1

( , ( , ), ) max '( ( , ) max { ' ( , )} ( )
m m

t
j
m j j m m

l u U
t

t x t d l d x t l X s u s ds
= ∈


ε θ = − θ − θ −





 
 

0

1

1

{ ' ( , )} ( ) min { ' ( , )} ( )
i i

m

m m i i
u Uit t

l X s u s ds l X s u s ds
θ θ−

∈=


− θ − ⋅ θ



  .  (29) 

После нахождения единственного решения 0
jl  задачи (29) записываем 

функцию

 

 

0
0

1 1

( ) ( , ( , ), ) ' ( ( , ))
r r

j
m j m j j j j

j j

t t x t d l d x t
= =

ε = α ε θ = α − θ −   

0

10

max { ' ( , ) } ( )
m m

t r

j j m m
u U j

l X s u s ds
∈ =

− α θ ⋅ −  

 

0

1
0 0

1 1 1

{ ' ( , )} ( ) { ' ( , )} ( )
r m r

e
j j m m j j j i

j i jt t

l X s u s ds l X s u s ds
θ θ−

= = =
− α θ − α θ    .  (30) 

Обозначим 0' 0'

1 1

( , ) ( ), ( , ) ( )
r r

e e
i j m m j j i m

j j

l X s x s l X s x s
= =
α θ = α θ =  , 1, 1i m= − , 

тогда  

0

0
0

1

( ) ( ( , )) max ( ) ( )
m m

tr
e

m j j j m m
u Uj t

t l d x t x s u s ds
∈=

′ε = α − θ − −   

 

0

1

1

( ) ( ) ( ) ( )
m

e e e
m m m i

it t

x s u s ds x s u s ds
θ θ−

=
− −  ,  (31) 



№ 2 (26), 2013                                 Физико-математические науки. Математика  

Physics and mathematics sciences. Mathematics 85

где 0( )m tε  – значение ( )m tε , когда игрок Pk в течение всей игры применяет 

произвольную допустимую стратегию, а остальные свои оптимальные стра-
тегии; ( )mε θ  – значение 0( )m tε , когда все игроки применяют свои оптималь-

ные стратегии. Дифференцируем (31): 

( )
max ( ) ( ) 0
k k

e e em
m m m m

u U

d t
x t u x t u

dt ∈

ε
= − ⋅ + ⋅ ≤ . 

Таким образом, если игрок Pk применяет стратегию 

  ( ) ( ) max ( ) ,
k k

e e e
m m m m

u U
x t u t x t u

∈
⋅ =   (32) 

функция не возрастает, тогда ( ) ( )m t tε ≤ ε . Следовательно, доказана теорема. 

Теорема 3. Оптимальные стратегии, описываемые условиями (28), ко-

гда 1, 1k m= −  и (32) при k = m, уравновешивают систему функционалов (3), 
(4) в смысле Нэша. 
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